Egy kis pokeres valszam

A kovetkezd cikkben némi valdszinliség szamitasi ismeretet szeretnék kdzolni veletek.
Igyekszem emészthetd formaban tenni ezt, a sziikkségesnél nem jobban elbonyolitva. Csapjunk
is a kozepébe!

Vegyiik a kovetkezd jatékot: pénzfeldobast jatszunk, tigy hogy ketten megtippeljiik, hogy fej
vagy iras lesz a dobas eredménye. A vesztes fizet a nyertesnek 1 egységet. Ez ugye azt jelenti,
hogy 50-50% eséllyel nyeriink vagy vesztiink 1 egységet, azaz azt mondhatjuk, hogy
igazsagos a jaték, varhatdan nulla koriil fog mozogni az eredményiink, ha sokat jatszunk:
ugyan annyiszor nyeriink, mint ahanyszor vesztiink. Az egyszeriiség kedvéért tegytik fel,
hogy az egyik jatékos mindig a fejre a méasik mindig az irdsra tippel. Kezdésként eloszlatnék
egy tipikus félreértést, ami tulajdonképpen az emberi gondolkodast ismerve egészen
logikusnak tlinik, de mégsem igaz. Ez a tipikus gondolatmenet a kovetkezd: ha az el6z6 10
dobés mind fej volt, akkor a 11. valdsziniibb, hogy iras lesz, minthogy fej. (Rulettes verzio: ha
az utdbbi 10 guritds mind piros/alacsony/paros volt, akkor valoszinlibb, hogy a 11. gurités
eltérd lesz az eddigitdl és nem ugyanolyan.) Erre korrekt valasz az, hogy fiiggetlen
események, azaz nem befolyasolja az el6z6 dobasok eredménye a kovetkezdt. A pénzérmének
(rulettnek) nincs emlékezete ugyanis. Fogadjuk el tehat, hogy attol, hogy az el6z6 10 vagy
akar 100 dobas mind fej volt, egy hajszalnyit sem valtozik a kovetkezé dobas eredményének
valdsziniisége, ugyanugy 50-50% lesz. Természetesen mas kérdés, hogy egy 100 hosszu
sorozaton azért eléggé meglepddnénk, azt mar valahogy irrealisnak érzi az ember (cseppet
sem alaptalanul).

Nézziik ezt egy kicsit kozelebbrol: ha 1 jatékot jatszunk és vesztiink, joggal lehetiink
csalddottak, hiszen nem j6tt be az 50%unk. Ha két jatékot jatszunk és mindkettdt elveszitjiik,
fokozddik az érzés, valahogyan azt varnank, hogy 1-1 lesz az eredmény és nulldban végziink,
ehhez képest a -2 az nem tul jo.

Ha 10 jatékot jatszunk 5-5 koriili eredményt varunk, de a 6-4 vagy a 7-3 sem tulzottan
meglepd. Egy 9-1 vagy 10-0 esetén viszont azért mar a tobbség azt mondja, hogy kiilondsen
szerencsés volt az adott fél.

Vegyiink mondjuk 1000 jatékot! Milyen eredményt varunk? 500-500 koriil ugye
(természetesen feltessziik, hogy nem cinkelt az érme és egyebek), mondjuk 532 fej és 468 iras
hihetonek szamit? Valdsziniileg mindenki azt mondja, hogy igen, de mondjuk a 681-319 mar
az eléggé meglepd kategoria, jobb, ha elkezdiink gyanakodni, hogy cinkelt az érme, vagy
valami egyéb turpissag van a dologban.

Na, Ontsiik ezt egy kicsit kezelhetobb formaba!

N db dobasnal azt varjuk, hogy a dobasok fele, azaz N/2 db fej illetve iras lesz, hiszen
valdszinliségiik 50-50% , ezt ugy jelolik, hogy P(fejet dobunk)=0.5 és P(irdst dobunk)=0.5.
csunyan fogalmazva azt mondhatnank, hogy dobasonként egy fél fejet és egy fél irast varunk.
Na de, mint a fentebbiekbdl kovetkezik, és valoszinlileg mindenki érzi és mindenki
tapasztalta, ez nem gy megy, hogy mindig pontosan 50-50% az eredmény (pl. paratlan
dobasszamnal ugye ez eleve lehetetlen © ), azaz a ,,rendszernek van egyfajta
bizonytalansaga”. Ezt nevezziik szorasnak. Definicio szerint ez a varhatd értéktdl valo eltérés
varhat6 értéke.

Nézziik meg a pénzfeldobast akkor kicsit kdzelebbrol:

P(fej)=P(iras)=0.5 , azaz varhato értékben egy f¢l fejet és egy fél irast fogunk kapni. A dobas
eredménye pedig ugye vagy egyik vagy masik. A varhato értéktdl (,,fél fej, fél irds™) valo
eltérés egész biztosan 0.5 lesz. Azaz az érmedobas szorasa 0.5.



Nem mélyednék bele, fogadjuk el a kdvetkezd szabalyt (aki nem hiszi, jarjon vagy szamoljon
utana © ): ha a kisérletszamot N-szeresre noveljiik, akkor az N kisérletre vonatkozo szoras

VN -szeresére nd, a relativ, azaz az egy kisérletre vonatkozo6 szoéras v N -ed részére csokken.
Mit jelent ez? 100 kisérletnél /100 *0.5 azaz 5 lesz a kisérlet szorasa, azaz a ,,rendszer

bizonytalansaga” 5. 10 000 kisérletnél ugyanigy /10000 * 0.5 azaz 50 lesz a szoras. Ez igy
nem mond persze semmit, igyhogy most tessék kapaszkodni, Gijabb bonyolitas jon!

A sokdobasos kisérleteinket egy ugynevezett normal eloszlassal kozelithetjiik. Itt egy kép a
normal eloszlasrol (nem kell megijedni, azért nem annyira bonyolult)
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Az abran a fiiggbleges tengelyen vannak a valdszinliségek, a vizszintesen pedig a kapott
eredmények, kdzépen a varhato értékkel. A o jeloli a szorast. Az abrardl leolvashatjuk, hogy
az esetek nagysagrendileg 68%aban lesziink +-1 szorasnyin beliil, az esetek 95%-aban
maximum 2 szOrasnyi tdvolsagra a varhato értéktol és egészen extrém esetben lesziink 4.5
szorasnyindl is messzebb (kelld szdmu kisérlettel persze). Az dbran nincs jeldlve, de
szemléltetésként 3 szorasnyi tavolsagon beliil az esetek 99.7%, 4 szérasnyin beliil 99.99%-
ban vagyunk. Az iparban altalanosan elfogadott intervallum a 95%-os bizonyossagu
(természetesen van ahol ennél nagyobb pontossag a teljesen természetes kovetelmény pl.
gyogyszeriparban), ez ugye azt jelenti, hogy 20 esetbdl 19szer az adott intervallumban
lesziink, azaz mondhatjuk, hogy az ezen kiviili értékek a kiugro esetek.

Kanyarodjunk vissza akkor a pénzfeldobashoz. Azt mondtuk, hogy a fejek varhato értéke a
dobasok fele, a bizonytalansagunk, azaz a szoras 0.5 . Ha 100 kisérletet végziink, 50db fejet
varunk, a szorasunk 100 dobasnal 5 lesz, tehat a fentiek alapjan azt mondhatjuk, hogy 68%
eséllyel 45 és 55 kozt lesziink, és 95%, hogy 40 és 60 kozt. Az pedig gyakorlatilag teljesen
esélytelen, hogy 4*5=20, azaz 20nal jobban eltérjiink az 50-tdl (70-30 arany). Ha mégis ilyet
tapasztalunk az mar az egészen extrém kategoria, ugyebar 0.01% (100%-99.99%) esélyiink
van minderre. Nézziik mi a helyzet 400 kisérletnél (4szeresre noveljiikk a mintaszamot). A
fentiekhez teljesen hasonlé médon kiszamithatjuk, hogy 200 fej a varhato érték, és 10 a
szoras. Nézzilink egy tablazatot:



Kisérletek 16 100 400 1600 10 000
szama

Varhato érték 8 50 200 800 5000
Szoéras 2 5 10 20 50
68%-0s 6-10 45-55 190-210 780-820 4950-5050
intervallum

95%0s 4-12 40-60 180-220 760-840 4900-5100
intervallum

99.99%o0s 0-16 30-70 160-240 720-880 4800-5200
intervallum

*megjegyzendd, hogy a normadlis kozelités korrekt alkalmazdsahoz minimum 30as mintaszam
kellene, de az eltérés nem jelentds jelen esetben.

Forditsuk le akkor mindezt pokeres nyelvre! ©

Lathatjuk, hogy 10 000 coinflip esetén, gyakorlatilag biztosra vehetd, hogy 4800 és 5200 kozt
lesz a fejek szama.

16 érmedobasnal 6-10 kozti fejet varunk, még a 4-12 kozti tartomany sem az extrém
kategoria: minden 20. sorozatndl ezen kiviil lesziink, és az sem lehetetlen, hogy akér 16-0
legyen az arany, bar ez azért meglehetdsen ritka. Azaz ha 16 coinflipbdl 4-5-6t nyeriink csak,
az biztosan nem jo érzés, de egyaltalan nem kovetkezik beldle, hogy ,,csal az rng” és hasonld
dolgok, hiszen még a teljesen elfogadott intervallumban vagyunk.

100 coinflipbdl varhatéan 50-et nyeriink, elég jo eséllyel 45 és 55 koztit, minddssze minden
huszadik 100as coinflip sorozatnal lesz 10nél nagyobb az eltérés, és minden tizezredik 100-as
sorozatnal fordul eld, hogy 30nal kevesebbet vagy 70nél tobbet nyeriink.

10000 coinflipnél pedig szinte egészen biztosan 4800 ¢és 5200 kozt lesz a megnyert partik
szama.

Egy kis off, amig megprobaljuk feldolgozni a fentieket: azt hihetnénk, hogy senki nem olyan
oOriilt, hogy 10 000 érmefeldobast elvégezzen és megszamolja az eredményt. Nos pedig a
dolog megtortént: egy John Kerrich nevii matematikus rogton a 2. vilaghaboru kitdrésekor
fogsagba esett és tobbek kozt egy ilyen kisérletet is elvégzett, minden egyes dobas
eredményét feljegyezte. Pontosan 5067db fejet dobott, és eléggé sokféle statisztikai
szempontbol megvizsgalta a sorozatot (pl. pontosan 95 darab 100as sorozat volt ahol 40 és 60
kozt volt a fejek szdma, és 5db ahol nem, ami tokéletesen passzol az elmélettel), azaz kis
tulzéssal azt is mondhatjuk, hogy gyakorlatban is igazolva van. (Természetesen, mivel
szintiszta matematikardl van szo, nincs sziikség gyakorlati igazolasra.)

Nézziik mi a helyzet a coinfliptdl eltérd szituaciokkal: egy klasszikus 80-20-nal (AA vs KK 1),
a pé¢lda kedvéért tegyiik fel, hogy pontosan 80-20 az esély) a nyerési esélylink 80% az AA-
val, 20% a KK-val. Az egyszerliség kedvéért nézziik az AA szemsz9gébdl a dolgot (meg
mégiscsak jobb az AA-val lenni :D) varhat6 érték tehat 0.8, a szorés (aki nem hiszi, ismét
csak jarjon utana): v0.8%0.2 =0.4, (\/p*(1— p) ) mit jelent mindez? 100-bol varhatéan 80-
szor nyeriink, 0.4*10 azaz 4 széras mellett. A fentiek alapjan ez azt jelenti példaul, hogy 95%
eséllyel 80 +- 8 lesz a megnyert partik szama, azaz elég jo eséllyel 72 és 88 kozt (A
kartyapaklinak (rng-nek) tovabbra sincs emlékezete! Attol, hogy egyszer vesztettiink, nem
biztos, hogy a kovetkezd 4et behtuzzuk, ahogy ,,illene”).

Tablazat:

| Kisérletek | 25 | 100 | 400 | 10000




szama

Vérhato érték 20 80 160 8000
Szoras 2 4 16 40
68%-0s 18-22 76-84 152-168 7960-8040
intervallum

95%0s 16-24 72-88 144-176 7920-8080
intervallum

99.99%o0s 12-25M1 64-96 128-192 7840-8160
intervallum

[1] 25n¢l tobbet ugyebar nehéz lenne megnyerni ©
[2] 10 000 db AA vs KK szitu azért igen sok hand alatt jon 6ssze, de lathato, hogy
minimalisra cs6kken a relativ szoras, azaz egészen pontosan kozelitjiik a varhato értéket.

A 60-40 szituk szorasa: +/0.6%0.4 =0.49, ha az egyszeriiség kedvéért 0.5-el szdmolunk, nem

tévediink sokat :). 70-30 esetben: +0.7%0.3 =0.458 , kerekithetjiik 0.46-ra. Egy tomor
tablazat a 60-40-re:

Kisérletek 25 100 400 10 000
szama

Varhato érték 15 60 240 6000
Szoras 2.5 5 10 50
95%o0s 10-20 50-70 220-260 5900-6100
intervallum

A tiirelmetlen olvasé mar biztos nagyon unja mindezt és felmeriil benne a kérdés, hogy j6-j0,
de mégis mire j6 mindez? Es mi értelme egyaltalan az egésznek?

Nos, az els6 tablazatbol lathatjuk, hogy pl.:

-16db coinflipbdl ha csak 6ot nyeriink, abban egyaltalan semmi rendkiviili nincs, de ha csak
4et még az sem mondhatd extrémnek.

-Ha 25db AA vs KK-bol csak 16szor nyernek az aszok, az sem igazan extrém, ahogyan az
sem, ha 25b0l 24szer.

-25db 60%o0s lappal konnyen eléfordulhat, hogy csak 10szer tart ki a lapunk és ez sem szamit
extrémnek.

Masképpen szolva 20-25 szituacio korant sem tekinthetd hosszl tdvnak. Ha azonban
megnézziik ezt a par tdblazatot, lathatjuk, hogy a 100 kisérletnél mar egész jol kijonnek a
varhat6 értékek, 400nal pedig mar tényleg egészen kicsi a hiba.

Mit is jelent mindez? A jaték természetes velejardja a szoras, ami rovid tdvon egészen
meglepd és érdekes dolgokat tud miivelni, akar teljes mértékben eltérhet attdl, amit az ember
varna. Azonban lathatjuk, hogy a sokat emlegetett ,,hosszu tav” elébb-utobb igazolodik
matematikailag is.

Nézziink néhany dolgot még:

Mennyi az esélye, hogy 5sz0r veszit egymas utan az AA-nk KK ellenében?

Azaz a 20%-o0s esély 5szOr egymas utan bejon: 0.2*0.2*0.2*0.2*0.2=0.00032 ez 0.032%,
azaz minden egyes alkalommal amikor leiiliink pokerezni, el kell fogadnunk a tényt, hogy
nagysagrendileg 3125 alkalombol egyszer (azaz 1:3125 eséllyel mindig) a kovetkezé 5db AA
vs KK partinkban, amikor ndlunk van az AA, mind az 56t elveszitjiik. Ez bizony nem
kellemes, de ez ismétlem, a jaték velejardja. Hogy ne csak folyton a negativ kilengésekrol




legyen sz6: 32%, hogy a kovetkezd 56t mind behuzzuk és nagysagrendileg 41%, hogy
pontosan 4et huzunk be, ahogyan azt intuitive varnank. A fentiekbdl az olyan legendas bedbit
sztorik, mint: ,,tiz 80-20bol egyet sem huztam be” igazsagtartalmara is kdvetkeztethetiink.
Ennek kozel 1:10 000 000 az esélye, viszonyitasképp ez esélytelenebb, mint hogy a 60s lotton
lesz telitalalatos szelvénylink.

Még egy kicsit a szorasrol: a Holdem Managerben megnézhetjiik a bb/100-unk (végig big
blind a bb) szérasat, ami tulajdonképpen a bb/100-unk bizonytalansagi mutatoja tehat, ez
tipikusan 60-120 kozt van. Ezt a Holdem Managerben a default stat-ok kozt ,,standard
deviation big blinds” néven talalhatjuk meg. Maga a szoras jellemzden a nagyobb potokbol
ered. Azon egyszerii okbol kifolydlag, hogy konyhanyelven sz6lva, a nagyobb potok
megnyerésekor/elbukasakor ,,lendiil ki” nyereség gérbénk a ,,normalis menetébdl”. A jaték
tulajdonsagaibdl eredéen SH asztalokon jellemzden nagyobb a szoéras (ez abbdl is érezhetd,
hiszen tobb marginalis szituaciot kell felvallalnunk), FR asztalokon kicsit kisebb. A példa
kedvéért szamoljunk végig egy 100bb/100-as szordssal. Nézziink példaul egy 5bb/100-at hozd
jatékost. 10 000 hand utan a szoras 10bb/100-ra csokken (100-szoros minta --> relativ szoras
a tizedére csokken, ugyebar a mintaméret gyokére), ez azt jelenti, hogy ha 10 000 hand utan
5bb/100at mutat a Holdem Manager vagy a Poker Tracker, akkor a valddi, szorastol
»megtisztitott” eredményiink 95% eséllyel ehhez képest +- kétszeres szorasnyi tavolsagon
beliil van, azaz 5+-20 a bb/100-unk. Hat ezzel még nem igazan vagyunk kisegitve, a -
15bb/100 ugyebar elég kellemetlen, a +25 pedig kifejezetten kellemes. A figyelmes olvaso
mar konnyen kiszdmolhatja, hogy 5bb/100 tapasztalati eredmény €s 100bb/100 tapasztalati
szoras mellett épp az el6z6 negyedére kellene csokkenteni a szordst, ahhoz hogy
kijelenthessiik, hogy biztosan (majdnem biztosan) nyerd jatékosok vagyunk, azaz 0O feletti az
eredményiink. A szoras negyedére csokkentéséhez ugyebar 16szoros mintaméret sziikséges,
azaz 160 000 hand. Téblazat:

Handszam 10 000 10 000 160 000 160 000
bb/100 5 10 5 10

68%, hogy ezek | -5¢és+15bb/100 | 0 és +20bb/100 | 2.5 és 7.5bb/100 | 7.5 és

kozt vagyunk: 12.5bb/100
95%, hogy ezek | -15 és+25 -10 és + 30 0 és +10bb/100 | 5 és 15 bb/100
kozt vagyunk: bb/100 bb/100

Lathato, hogy igazan pontos képet még 160 000 hand utan sem kapunk. Gondoljunk csak a
30-40 000 handen at tartd break even sorozatokra, vagy a 15-20 000 handes bukoszéridkra. A
furfangos olvaso bizonyara kiszamolta mar, hogy még 1 millié hand utan is 1bb/100 felett
maradhat a szoras. Megjegyzendd, hogy a gyakorlatban, azt hiszem, egy kicsit
megengedhetdbbek lehetiink, én azt mondom, hogy 100 000 hand azért mar elég jol mutatja,
hogy mire vagyunk képesek az adott mezOnyben, de kiugré esetek mindig eléfordulnak.

A fentiek alapjan azt hihetnénk, hogy a szoras a leghirhedtebb ellensége minden nyerd
Jjatékosnak, pedig ugy gondolom épp az ellenkezdje igaz. Gondoljunk csak bele, ha 1étezne
egy elméleti pokerterem, ahol mindig minden a valoszintiségek szerint jonne (pontosan a
vérhato érték szerint jonne minden kezddlap, minden hiizo, stb. rovid tavon IS!), annyira
rovidtavura csindlnank a dolgot, hogy utcankénti EV szerint osztanank a potot minden hand
végén allinnél pedig az allin pillanataban adott EV alapjan. Szeretnénk egy ilyen EV-
teremben jatszani? Valosziniileg azt mondja az olvaso, hogy minden tovabbi nélkiil. De
gondoljunk csak bele egy kicsit mélyebben! Mirdl szdl ez az egész jaték? A nyerd jatékos




szemsz0gébdl valami olyasmirdl van szo, hogy a jobb jatékosok elnyerik a rosszabbak pénzét.
Viéltozna valami az 6 szemszoglikbol ebben az EV-teremben? Igazabol nem sok minden,
eldbb-utobb mindenképp naluk kot ki a fish-ek pénze. Es a fish-ek szemszogébdl?
Szorakozas, izgalom, néha kisebb sikerélmények, de dsszességében bukas. Ha naponta
kétszer leesik neki a par outos river, akkor mar jol érzi magat, még ha bukdban is zart, akkor
is. Milyen lehet az EV-terem egy fish szemszogébol, aki rendszeresen hibas dontéseket hoz?
Soha nem htizza be a 2 outjat a riveren (jelentds minuszt szenved el az ilyen [épések miatt),
nem irogatja még 5 perc mulva is a chatben, hogy ,,hahaha”, az izgalom ¢és a szorakozas
nagyrészt megolve. Senki sem szeret massziv buko lenni (pontosabban minden kétséget
kizardéan szembesiilni a ténnyel). Valdsziniileg igen kevés pluszos sessiont zar, hamar elmegy
a kedve az egésztdl, és inkabb elmegy kocsmazni egyet, ahelyett, hogy reloadolna és masik
harom beiildt is attolna. Valoban ezt szeretnénk? Azt hiszem nem. Fogadjuk el, hogy a szorés
ugyanolyan vele jar6ja a pokernek, mint a nyarnak a napsiités.

Allitja még valaki, hogy a nyerd jatékosnak a szoras a legnagyobb ellensége?
A korrektiraért koszonet Korminak.

Szerzd: titcar ( www.pokerakademia.com )

Forum topik a Hold’em jaték matematikajarol



http://www.pokerakademia.com/
http://www.pokerakademia.com/vBulletin/no-limit-hold-em-cash-game-strategia-topikja/3161-holdem-matematika.html



